FICHE METHODE
Prouver la dérivabili té d'une fonction

Probléme & résoudre
Enoncé
o Connaissant I'expresson d'une fonction f en fonction de la variable
x (ou d'autres fonctions de x dérivables), prouver quef est dérivable
en x.
Commentaire
Prouver quef est dérivable en X, c'est prouver que son taux de
variation t(h) en x tend versun nombre réd fini lorsque h tend
vers 0. Donc, souvent, en prouvant la dérivabilit € on trouve aiss la
dérivéequi est justement, par définition, lalimite du taux de variation.
Toutefois, on nutili se cdte méthode de cdcul de la dérivéeque
pour prouver un certain nombre de théoremes et formules "de base" &,
ensuite, on cacule toujours les dérivées a partir de cesformules
apprises par coadr, c'est beaucoup plus smple.

M éthode
Idéede la méthode

Pour prouver la dérivabilit € on applique la définition dela
dérivéeet on explicite letaux devariation t(h) de lafonction en x,
9 en cherchant ale mettre sous une forme qui permet de fadlement voir

sil tend versun nombre réd fini quand h tend versO.

Description de la méthode

1) On considéere 2 abscisss: x et x + h, ou htend vers 0.

2) on cdcule le taux de variation de la fonction en x, égal par

f(x+h)-f(x)
H ;

3) Danst(h), on remplacef(x+h) et f(x) par leurs expressons
connues et on simplifie le plus possble la fradion.

4) Il faut aboutir a une forme ot I'on ne divise plus par h
(puisgu'on re peut pas diviser par 0). Si la simplification dela
fraction ne suffit pas, il faut trouver une autre forme qui permette
devoir s t(h) tend versun nombre réd fini lorsque h tend versO0.

définitiona: t(h) =

f(x+h) f(x+h) —f(x)

Tf(x+h) —f(x) pente=0 00000
(3] h

h
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Exemple d'application
Donnees

Lafonction f est définiepar f (X) = Jx, xOR" . Prouver
gu'elle est dérivable au point x=2.

o Résolution

1) On considére deux abscisses : 2 et 2+h.

J2+h-+2

2) Letaux de variationdefen2est : t(h) = — On

ne peut pas smplifier davantage la fradion.

3) Sous cette forme, on e voit pas cequi se pass quand h tend
vers 0 car alafoisle dénominateur et le dénominateur tendent vers O
et on ne peut pas conclure ; il faut donc transformer lafradion.
L'astuce dassque consiste amultiplier le numérateur et le

dénominateur par 2+ h + \/E et autili ser 'identité remarquable
(arb)(atb)=a2-b?:

(V2+h-V2)J2+h+42)  (2+h)-2

th) = h(2 +h +~/2) T h(v2+h +42)
d'ou:
(2 (= h ) 1
Ch(2+h+4v2) (J2+h+42)

Sous cette forme, quand h tend vers 0, le dénominateur tend vers

1
242

En conséguencef(x) est bien dérivable en x=2 et I'on peut méme
dire que sadérivée & cepaint est :
@)=
2J2'
Vérification
Il n'y apas de vérificaion simple a éfecuer. Connaissant laforme
dela curbe de lafonction f, tout au plus peut on étre rasauré par le
fait de trouver que sa tangente en x = 2 a une pente positive...

242, donc t(h) tend verslalimite
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