Transformation de Fourier rapide
Définition

Soit x(t) unsignal discrétise omnnuaux T instantst=0aT, T é&ant suppce ére
€gal aune puissance aitiére de 2.

Satransformée de Fourier rapide (TFR) est définie par :

T-1

X(K) = = > X0 exp2itk L) aux T fréquences k=0 aT-1.
T2 T

Remarques:
¢ 1. Ladéinition celatransforméede Fourier peut varier, selon les auteurs, d une mnstante

multi plicaive. Le dhoix fait ici (fadeur 1/T) asaure que X(0) est lamoyenne du signal et
entraine que latransforméede Fourier inverse se alcule par :

x(t) = ZX(k) exp(2ink%)

¢ 2.Dansle cad unsigna connuen deux instants t=0 et t=1, soit X €t X1, la définition ci-
desaus impli que que latransforméede Fourier est conrue en deux frégquences par :

1 1
Xo :E(Xo +X,) et X, :E(Xo —X,).
On vérifie que latransforméede Fourier inverse redonre bien le signal :

X(t) = %(XO +X,) +%(xO —x,)exp(rt) pou t=0et 1.

Principe du calcul rapide de la transfor mation

L’ hypothese faite sur T permet de poser T=2N, oul’ entier naturel N est une
puissancede 2.

L’ algorithme de calcul rapide de latransformée de Fourier repaose sur la
séparation des instants de mesure du signal en deux séries:
¢ lesingtants pairs, t = 2n,
¢ lesinstantsimpairs,t=2n+ 1,

ol n\ariedeOéI%: N-1.

En effet, il est posshled écrire, pou k=0,...,T-1:
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En introduisant une natation particuli ére pour les points pairs et impairs :
xP(n) =x(2n) et x'(n) =x(2n+1),

cette égalit é peut s écrire:

U [ ., nh. O (]
xP(n)expE2Tk—)
X(k)=l§ Bq%’ml - N _ Epowrk=0, .., AL
El—exp(—mﬁ)qu;x (n) exp(—2|nkﬁ)%

Pour interpréter les termes entre crochets, deux cas doivent étre distingueés:
¢ pou k=0, ...,N-1, cestermes ont simplement les transformées de Fourier des ssquences
de points pairs, d une part, et impairs, d autre part ;
¢ pou k=N, ..., 2N-1, il suffit depaserk =N +f,f=0, ...,N-1 et de onstater qu’il est

posshle d’ éaire: exp(—in%) = exp(—inNTH) = —exp(—infﬁ), d ure part, et, d autre
.k . N+f . f

art : expE2m—) = exp2An——) =exp2mn—).

p p( N) p( N ) = exp( N)

En récapitulant, avecf =0, ...,N — 1,latransformée de Fourier peut finalement
étre calculée @ deux fois par :
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Ces expressons montrent que la transformée X (k) de longueur T=2N peut étre
cdculée apartir des deux transformées de Fourier de longueur N des ries de points pairs et
impairs respedivement ; en pasant :

1% n
Xﬁ,(f):ﬁzjxp(n)exp(—sz N)
et X, =X,

N-1

i 1 i .. N
Xy(f)==3 x'(n)exp2nf —
n(f) NZ» (n)exp( N)
I’expresson e latransforméede Fourier cherchéedevient :
1 foi e O
Xon(£) =3 K 1) +expime )X, ()

XZN(N+f>=%§<&(f)—exp(—infﬁ>xmf>§



Puisque gue le méme raisonnement peut étre gopliqué aux transformations de
Fourier delongueur N, cette expresson montre que la TFR peut se calculer par réaurrence apartir
des N transformées de Fourier de longueur 2. |1 existe des implémentations tres compades
d’ algorithmes de calcul de ces expressons. Celui présenté d-desus al’ avantage de la darté mais
I’inconvénient de mnsommer de lamémoire pour stocker les calculsintermédiaires.

Un algorithme de calcul

Principe

L’idéede base découle de I’ observation qLe la séledion des $quences paires et
impaires apou effet de diviser par 2 le nombre de points qui |es constituent en doubant I’intervalle
de séparation entre aux, comme I’indique le schéma suivant.
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M =1 vecteur am = 2N points j >
M = 2 vecteursam = N points M = 4 vecteursam = N/2 points

avecmM = 2N.

En remontant la chaine de droite agauche, il apparait que le cdcul s eff ectue

¢ eninitiaisant le vedeur par les M=N transformées de Fourier am=2 pdnts sparés par un
intervall e de longueur M=N,

¢ puisen cdculant les M=N/m transformées a 2m points sparés de N/m a partir des
M=2N/m transformées a m points $parés de 2N/m, pou m=2 aN ; lorsgue deux
transformées am points ont été utili sées, elle ne servent plus et il est donc posdble de
stocker les résultats du cdcul de latransformée a2m points dans la placequ ell es
occupaient dans le méme tableau ; a chaque éape, commetous les caculs de
transformées a 2m points ont indépendants, il est possble de les effecduer en
parcourant le tableau de haut en bas dans on adre naturel.

Initialisation
Il y aN transformées de Fourier &2 pdnts. Laj*™ est donréepar :

1
X,,(0) == [x(j) + x(j + N)]
2 , pou j=0, ...,N-1,

1, . .
X, 0= 2 [x(1) =x( + N)]



Soit Tab le vedeur de travail contenant les intermédiaires de cacul. Les deux
amplitudes complexes de laj®™ transformée a2 pdnts ont respectivement rangées en Tab(j) et
Tab(j+N).

Boucle de calcul

A chague éape, onpart des M transformées de Fourier am points connues et on
cdculeles M/2 transformées & 2m points, pou m=2, ..., N. Las™ transformée & 2m poaints, avec
s=0, ...,(M/2)-1, est calculée apartir de deux transforméesam points:

¢ 1as™ X, «f), rangée @ Tab(s), Tab(s+M), ..., Tab(s+(m-1)M)
¢ 1a(stM/2)¥™ X srmi2), Fangée @ Tab(s+M/2), Tab(s+tM/2+M), ..., Tab(s+M/2+(m-1)M)

1 f
XZm,s(f):E%(m,s(s)-i-exp(_inf E)X m(f)%
par H T2 =0, ....m-1
1%( o f H
X,mo(m+ £)=—0X _ (s)—expin—)X ()0
' 2@ Y m mis+—

et lerésultat est rangé respedivement en Tab(s+f.M/2) et Tab(s+(m+f)M/2) pour
f=0am-1, cest-a-dire en:
Tab(s), Tab(s+tM/2), ..., Tab(st(m-1)M/2), Tab(s+tm.M/2), Tab(s+(m+1)M/2), ..., Tab(s+(2m-1)M/2).

Le cdcul seffecdue donc avec trois boucles imbriquées :
¢ surm, de2aN, avecM=2N/m,
¢ sursde0a(M/2)-1,
¢ surfdeOam-1.

En rédité, ce cdcul est effedué en séparant parties réell es et imaginaires, en
posant Tab(f)=Tab_r(f)+i.Tab_i(f). Lesformules qui permettent de passer d'un état du tableau au
suivant sont :

O M 10 M f _ M , f O
[ab_r(s+ f.—)=—[Tab_r(s+ fM)+Tab_r(s+—+ fM)cos(r—) + Tab_i(s+— + fM)sin(m—)O
O 2" 20 2 M 2 M O
. Mo 10 M f M i
|:'Tab_l(s+ f.—)=—[Tab_i(s+ fM)+Tab_i(s+—+ fM)cosgt—) —Tab_r(s+—+ fM)sin(T—)O

2 20 2 M 2 M O

H

O M 1|j]_ M f ) M ) f O
(ab_r(s+(f +my—)=—ab_r(s+ fM)-Tab_r(s+—+ fM)cosfr—) —Tab_i(s+—+ fM)sin(m—)O
O 2 20 2 M 2 M O
a5 M. 1g Y f M RN
ElTab_l(s+(f+m)—):fDTab_|(s+ fM)-Tab_i(s+—+ fM)cosgt—) + Tab_r(s+—+ fM)sin(r—) O
H 2" 2@ 2 M 2 MO
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